
Hoofdstuk 4 

4.1

We zullen nu kritischer gaan kijken naar de regressie analyse, en zullen kijken wanneer de resultaten 

misschien misleidend kunnen zijn. We bekijken de verschillende aannames.

4.2

Het is belangrijk om te weten welke typen schalen er kunnen worden gebruikt bij metingen. De type van 
metingschaal zal namelijk bepalen welke statistische toetsen we kunnen uitvoeren. We zullen 

verschillende schalen bespreken:

Nominale schalen

De gegevens die op deze schaal worden gemeten staat ook bekend als catgeorische data. Een voorbeeld is

het geslacht van elke deelnemer. Dit kan in de gegevens genoemd worden als 1 voor mannen, 2 voor 
vrouwen, en 3 voor weet ik niet. In dit geval is het niet handig om het gemiddelde te berekenen.

Ordinale schalen

Ordinale gegevens worden verzameld wanneer individuen in een volgorde worden geplaats. Een 
voorbeeld is een experiment waarbij je 5 tv-programmas in een volgorde moet plaatsen. Waarbij 1 het 

programme is die je het leukste vind, en 5 het programma dat je het minst leuk vind.

Maar het zou kunnen zijn dat het verschillen tussen hoe leuk je programmas vind tussen elk nummer niet 

hetzelfde is. Het kan zijn dat er maar een klein verschil is tussen 1 en 2, maar een heel groot verschil 
tussen 3 en 4. Dus het kan zijn dat er geen gelijke intervallen zijn.

Interval schalen

We zullen het uitleggen met een voorbeeld van een interval schaal. We nemen de schoenmaten van de UK
en de US. De intervallen tussen de opvolgende waarden in de schoenmaten zijn gelijk. Dus de waarden 

van deze schaal kunnen worden opgeteld en afgetrokken (we kunnen een gemiddelde waarde berekenen). 
Interval schalen hebben geen absoluut 0 punt, dus je kan de waarde niet vermenigvuldigen.

Ratio schalen

Een ratio schaal heeft alles van een interval schaal, maar deze schaal heeft ook nog een absoluut 0 punt. 
Een voorbeeld is een meting van de reactietijden in een psychologie experiment.
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Kleine samenvatting van de verschillende schalen

Schaal Operation Voorbeeld

Nominaal Gelijk vs. Niet gelijk Telefoon nummers

Ordinaal Monotoon (monotonically) vermeerderen Volgorde in de tentamen van een klas

Interval Gelijkheid van de intervallen Temperatuur (Celsius)

Ratio Gelijkheid van de ratio’s Temperatuur (Kelvin)

In de context van de regressie, maken we de volgende aanname over de gegevens: (a) de afhankelijke 
variabel moet gemeten worden op een continue schaal (interval of ratio), en (b) de onafhankelijke 

variabele(n) moeten worden gemeten op een continue schaal of wanneer de onafhankelijke variabel op 
categorische schalen zijn gemeten, kan dit worden gebruiken maar nadat ze zijn her gecodeerd.

Deze aannames zijn niet heel erg strikt, omdat wanneer we dat zouden doen, we bijna nooit een regressie 
analyse konden uitvoegen. Een ding om te onthouden is het aantal categorieën, je deelnemers kunnen 

gebruiken. Hoe meer categorieën, hoe meer je data lijkt op een interval schaal. 7 categorieën word gezien 
als het optimale aantal, maar mensen die gewend zijn om te antwoorden op zulke schalen zullen er meer 

kunnen gebruiken, terwijl mensen die het niet gewend zijn misschien minder categorieën prettiger vinden.

Wanneer we een regressie analyse uitvoeren, maken we ook aannames over de verdeling van de 

afhankelijke variabele en de residuen. Wanneer deze aannames niet worden waargemaakt, zullen de 
conclusies niet een goede basis hebben en fout zijn.

De normale verdeling is een belangrijke verdeling in statistiek. Voor geode berekening van de standaard 
deviaties, en dus ook de standaardfouten moeten we een normale verdeling hebben. Wanneer de gegeven 

geen normale verdeling volgen, zullen de standaardfouten (en dus de significantie toetsen) fout zijn.

4.4

In het geval van de enkelvoudige (een onafhankelijke variabel) model, nemen we aan dat de residuen 
normaal verdeeld zijn. Om te zorgen dat de berekeningen van het gemiddelde, en de standaardfout goed 

zijn moeten we ervan kunnen uitgaan dat de gegevens een normale verdeling volgen. Er zijn twee 
manieren wanneer de gegevens geen normale verdeling volgen:

• De gegevens hebben weinig scores die extreem groot of extreem klein zijn, in vergelijking met 

de rest van de gegevens. Deze scores worden uitbijters genoemd. Wanneer er uitbijters in de 
gegevens zitten, kan het gemiddelde niet een geode manier zijn om de gegevens uit te drukken.

• De vorm van de hele verdeling is niet een normale verdeling. Wanneer er geen uitbijters zijn, en 

de verdeling nog steeds niet normaal is, zijn er twee manieren hoe de verdeling kan zijn:

• De verdeling kan niet-symmetrisch zijn. Dit betekend dat de een uiteinde van de verdeling langer

is dan het andere uiteinde. Dit word skewed (scheef) genoemd. Dit kan gebeuren door 

verschillende dingen, maar meestal is het dat er een vloer effect of plafond effect is opgetreden. 
Een vloer betekend dat de data een minimale waarde heeft. Dit kan zorgen voor positieve skew 

(scheefheid). Een plafond effect komt voor wanneer het niet mogelijk is om een score boven een 
bepaalde waarde te hebben. Dit kan zorgen voor negatieve skew (scheefheid).
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Wanneer de distributie te plat of te puntig is, dat betekent dat de uiteinden te kort zijn of te lang zijn, word

de verdeling kurtosed (plat) genoemd. Dit veroorzaakt minder problemen dan wanneer de verdeling 
skewed is. Wanneer de verdeling te plat is, word de verdeling negatief kurtosed of platykurtosed 

genoemd. Wanneer de verdeling te puntig is, word de verdeling positief kurtosed of leptokurtosed 
genoemd.

Er zijn verschillende manieren om te zien of de verdeling normaal verdeeld is. Er zijn grafische en 
methoden met nummers. We zullen eerst de grafische methoden bespreken:

• Histogram. Dit is de makkelijskte manier om de nromale verdeling te bekijken. Je kan makkelijk

zien of er uitbijters zijn, of dat er platheid of scheefheid is. Wanneer de gegevens een bel-vorm 
hebben is het normaal verdeeld. Je kan wel makkelijk voor de gek gehouden worden door 

histogrammen, vooral wanneer de steekproeven klei zijn.

• Boxplot. Het eerste dat je tekent in een boxplot is de mediaan. Dit is het middelste punt wanneer 

de punten in de volgorde worden gebracht van hoogste naar laagste. Daarna kan je de quartielen 

tekenen, dit is dezelfde manier als de mediaan. De mediaan stelt het middelste punt voor, de 
quartielen stellen het eerste kwart en derde kwart voor. De lijnen gaan naar het hoogste en het 

laagste punt, alleen niet wanneer deze punten meer dan ongeveer 1.5 keer verder van de 
middellijn liggen dan het eerste of derde kwart. De punten die groter of kleiner zijn dan dat 

worden uitbijters genoemd. Een voordeel van de boxplot is dat het ook voor kleiner 
steekproeven kan worden gebruikt.

• Een probablitiy plot (P-P plot). Dit is een meer wiskundige methode. We weten de typen scores 

die we kunnen verwachten als onze gegevens normaal verdeeld zouden zijn. We kunnen dit 
gebruiken om dit te vergelijken met onze gegevens. Wanneer de normale verdeling die wij 

hadden bedacht gelijk is aan de normale verdeling kunnen we zeggen dat de gegevens normaal 
verdeeld zijn.

4.5

Naast de grafische methoden hebben we ook berekening-gebaseerde methoden:

Skew (scheefheid) en kurtosis (platheid). Deze waarden zullen 0 zijn wanneer er een normale verdeling 
is. Wanneer deze waarden groter zijn dan twee keer de standaardfout, dan is de verdeling significant 

anders dan een normale verdeling. Wanneer de scheefheid waarde minder dan 1.0 is, dan is er een klein 
probleem. Wanneer de scheefheid groter is dan 1.0 maar kleiner dan 2.0, dan zou dit een effect kunne 

hebben op de geschatte parameters, maar het is waarschijnlijk oké. Wanneer de scheefheid groter is dan 
2.0 is er zeker een probleem. 

Deze methode is handig om de normale verdeling te bepalen. Maar het is niet handig om uitbijters te 
vinden/

Wanneer we een normale verdeling hebben, kunnen we de delen van de gegevens die we verachten op 
verschillende afstanden van het gemiddelde bepalen. We weten uit de tabellen dat 68% op 1 standaard 

deviatie van het gemiddelde zit, 95% zit op twee standaard deviaties, en 99% zit op drie standaard 
deviaties van het gemiddelde. We kunnen dit vertalen naar een gestandaardiseerde score, een z-score. 

Door de volgende formule:
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Hieruit kunnen we opmaken dat wanneer we gegevens hebben met een steekproef van 100 mensen, zullen

we sommige scores hebben waarbij de z-score groter dan twee, en misschien een score die een z-score 
had die drie standaard deviaties heeft.

De methode met de gestandaardiseerde score is niet een hele geode methode om de uitbijters te bepalen. 
Een betere methode is om de deleted z-score te gebruiken. Dit is de s-score van de gegevens, maar er in 

plaats van het gebruiken van het gemiddelde en de standaard deviaties van alle punten, word het 
gemiddelde en de standaard deviaties gebruikt van alle punten, behalve van het punt waarin we 

geïnteresseerd zijn. Om deze score te berekenen, is eerde een bepaald geval verwijderd, dan word het 
gemiddelde en de standaard deviatie van de rest berekend, deze waarden worden dan gebruikt om de z-

score van het verwijderde geval te berekenden. Dit word dan herhaald voor alle gevallen.

Influence statistics (invloed statistiek) worden bijna nooit gebruikt in de enkelvoudige regressies om de 

uitbijters te bepalen. Het doel van deze methode is om te bekijken hoeveel invloed elk individuele punt 
uit de gegevens heeft op de model parameters. Deze influence statistics kunnen worden berekend door: 

(1) bereken de schatting van de parameters met alle variabelen; (2) herbereken de parameters nadat een 
punt uit de gegevens is uitgesloten; (3) bereken het verschil tussen de resultaten van 1 en 2.

Met deze methode hebben we wel het probleem dat de variabelen verschillende en willekeurige schalen 
kunnen hebben. Dus we hebben gestandaardiseerde scores nodig. Gestandaardiseerde scores zorgen 

ervoor dat het gemiddelde gelijk is aan 0, en de standaard deviatie gelijk is aan 1. Dit maakt het 
makkelijker om de resultaten te interpreteren.

4.6

Wanneer een verdeling niet normaal is, (door uitbijters, skew, of kurtosis) zullen de least squares 

estimater en de standaardfouten niet nauwkeurig zijn.

Het is moeilijk om te bepalen of een punt een uitbijter is, en wanneer het een uitbijter is, is het moeilijk 

om te bepalen wat we eraan kunnen doen. Het eerste wat we moeten doen is het bepalen waarom een punt
een uitbijter is. Het can komen door een verkeerde meting, of een fout in het invoeren van de gegevens. 

Wanneer we niet de goede waarde kunnen vinden, is het makkelijkste om dit punt te verwijderen uit de 
gegevens. Wanneer de uitbijter is gekomen omdat het echt een uitbijter is, dan moet er worden gekken 

naar de theorie en naar de meting schalen om te kijken of het logisch is. Wanneer de uitbijter daarna nog 
steeds bestaat, nadat je de verschillende bronnen van de gegevens, en in de theorie hebt gekeken kan je 

twee dingen doen. Het eerste is om de analyse uit te voeren met de uitbijter, je moet wel rekening houden 
dat deze waarde invloed kan hebben op de geschatte parameters. Het tweede wat je kan doen is de 

uitbijter verwijderen.

Punten die verder van het gemiddelde afliggen zullen een grotere invloed hebben op de resultaten van de 

berekeningen dan punten die dichter bij het gemiddelde liggen, daarom is het gemiddeld een 
bevooroordeelde schatting. Wanneer je een negatieve skewed verdeling hebt, zal het gemiddelde naar 

beneden bevooroordeeld zijn. In een positieve skewed verdeling zal het omhoog bevooroordeeld zijn. 
Positieve skew komt meer voor dan negatieve skew.

Wanneer de gegevens kurtose hebben, zal de waarde van het gemiddelde gelijk blijven, maar de standaard
fouten van het gemiddelde zullen te groot of te klein worden. De berekeningen die we gebruiken voor de 

standaardfouten geven alleen een goede waarde wanneer de verdeling normaal is. Dus wanneer de 
verdeling niet normaal is kan dit een van de twee effecten hebben: (1) Het kan ons laten geloven dat onze 

geschatte waarden nauwkeurig zijn dan dat ze in het echt zijn, de standaardfout zal te groot zijn. Dus de 
type II fout zal groter worden, en we zullen minder snel significante toetsen vinden. 
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Wanneer de standaard fouten te klein zijn, zal de type I fout groter worden, en denken we dat de geschatte

waarden nauwkeuriger zijn dan dat ze in het echt zijn; (2) Een moeilijker geval, kurtosis kan de geschatte 
parameters en de standaardfouten beïnvloeden. Maar deze effecten zijn meestal klein, behalve wanneer de

kurtosis heel erg is.

Door de gegevens te transformeren kan je een niet normale verdeling veranderen in een normale 

verdeling. Een transformatie is een berekening die word gedaan met alle waarden van een variabele 
samen. Om positieve skew te verwijderen word vaak te log transformatie gebruikt. Om de variabelen 

weet te ‘unloggen’ moet je de exponentiele functie van de waarden nemen.

Wanneer de gegevens negatief skews zijn, kan je de gegevens transformeren door het kwadraat ervan te 

nemen.

4.7

we hebben tot nu toe gekeken naar de enkelvoudige verdeling. We zullen nu gaan kijken naar meer 
complexe, meervoudige verdelingen. Deze zijn iets complexer, maar de principes blijven hetzelfde. Een 

meervoudige verdeling is een verdelingen die bestaat uit meer dan een variabele. In het vorige hoofdstuk 
hebben we gekeken naar het gemiddelde, en de helling coëfficiënten, welke beiden least squares 

estimators zijn. De aannames van de meervoudige verdeling zijn als volgt:

• Met elke waarde van de afhankelijke variabele, is de verdeling van de residuen normaal 

verdeeld.

• De variatie van de residuen van elke groep van waarden van de onafhankelijke variabele is 

gelijk. Deze aanname dat de variatie is gelijk word homoskedasticiteit genoemd. Wanneer dit 
niet gebeurd word het heteroskedasticiteit genoemd.

• Met elke mogelijke waarde van de afhankelijke variabel, de verwachte (gemiddelde) warde van 

de residuen is gelijk aan 0. In de bivariate gevallen, is deze aanname dat de relatie tussen de 
onafhankelijke variabele ne de afhankelijke variabele lineair moet zijn.

Voor twee gevallen, moet de verwachte correlatie tussen de residuen gelijk zijn aan 0. Dit word ook wel 
de onafhankelijkheid aanname genoemd, of er mag geen autocorrelatie zijn.

We zullen nu naar elke aanname apart gaan kijken

Aanname 1

De eerste manier om deze aanname te checken is door te kijken of de verdeling van de residuen ongeveer 

normaal is. Wanneer deze verdeling niet normaal is, is de aanname niet waargemaakt. Uitbijters, skew 
en/of kurtosis kunnen voor een niet normale verdeling zorgen. Residuen kunnen niet gestandaardiseerd of

gestandaardiseerde waarden zijn. Ook kunnen de residuen worden berekend van de gegevens, met een 
bepaald geval verwijderd. Deze regels gelden ook voor de meervoudige verdeling. Er zijn verschillende 

uitbijters:

• Niet gestandaardiseerde residuen (RESID). Dit zijn de ‘raw’ residuen. Dit is het verschil tussen 

de geschatte waarde en de echte waarde voor de verschillende gevallen

• Gestandaardiseerde residuen (ZRESID). Wanneer we de schaal van een variabele niet weten, is 

het moeilijk om een residu te interpreteren. De oplossing is om de scores te standaardiseren, met 
een gemiddelde van 0 en een standaard deviatie van 1.
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• Studentized residuen (SRESID). Deze residuen geven een correctie gebaseerd op de geschatte 

variatie van de residuen van de bepaalde geschatte waarde.

• Deleted (verwijderde) residuen (DRESID). Wanneer we de residuen berekenen zijn we 

geïnterneerd in het verschil tussen de geschatte waarde en de echte waarde. Wanneer we de 
geschatte waarde bereken, nemen de (mogelijke) uitbijter ook mee. Dit betekend dat de uitbijter 

invloed heeft op de geschatte waarde. Omdat het kan zijn dat uitbijter een onnodige invloed op 
de geschatte waarden hebben, zijn de deleted residuen en de studentized residuen berekend voor 

elk geval. Gebaseerd op deze waarde kan een bepaald geval worden verwijderd uit de analyse.

Raw (niet gestandaardiseerde) residuen zijn moeilijk te interpreteren, omdat de meet schaal van de 

afhankelijke variabel effect heeft op deze waarden.

Uitbijters hebben niet altijd invloed op de resultaten van een regressie analyse. Gevallen die wel invloed 

hebben op de resultaten worden influential cases genoemd. We zullen nu twee methoden bespreken hoe 
uitbijters kunnen worden gevonden, dit is distance statistics en influence statistics. We kijken naar drie 

verschillende distance statistics (leverage, Mehalanobis distance, en Cook’s D). En we kijken naar vier 
verschillende influence statistics (DfBeta; standardised DfBeta; DfFit en standardised DfFti).

Distance statistics (afstand statistieken)

Leverage.

Deze waarde is berekend door het gebruik van alleen de waarden van de onafhankelijke variabele, dus het
is mogelijk dat een influential case niet word gevonden door naar deze waarde te kijken. De leverage 

statistiek is h, en heeft een maximale waarde van 1:

Waarin k het aantal onafhankelijke variabelen is en N het aantal deelnemers.

Mahalanobis Distance (afstand)

Deze waarde is berekend met de leverage waarde. Het voordeel van deze waarde is dat het mogelijk is om
de afstanden te gebruiken als een waarde met een verdeling die we weten. Deze kan dan worden getest of 

significantie. Het word als volgt berekend:

                                                        

Cook’s D

De vorige twee waarden gebruikten alleen de waarden van de onafhankelijke variabele voor de 
berekeningen. Cook’s D gebruikt de waarden van de onafhankelijke en de afhankelijke variabelen. 

Cook’s D gebruikt ook de waarden van de studentized residuen en de waarden van de leverage 
statistieken om de afstand te bereken. De formule is als volgt:
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Influence statistics

DfBeta en gestandaardiseerde DfBeta

De DfBeta voor een bepaald geval is het verschil tussen de waarde van beta wanneer dit geval is 

toegevoegd, en wanneer dit geval niet is toegevoegd. Deze waarden worden dfbetaij genoemd. Waarbij de
i staat voor het case (geval) nummer, en de j staat voor de geschatte parameter. Een aanbeveling voor de 

cut-off waarde is:

Dit kan worden gebruikt om te bepalen of de case influential is.

DfFit en gestandaardiseerde DfFit

Deze waarde is bijna hetzelfde als de DfBeta. Maar deze kijkt niet naar de verandering in de parameters, 

maar kijkt naar het verschil in de geschatte waarde van de case, wanneer deze is verwijderd. Om de DfFit 
in het model te berekenen worden alle gevallen gebruikt, en daarna word het opnieuw berekend wanneer 

een case is verwijderd. Dit word herhaald voor elk geval. Het verschil in de fit is berekend door het 
verschil in de geschatte waarde. De regel voor de cut-off waarde is als volgt:

Aanname 2

Je kan de heteroskedasticiteit bekijken door naar dezelfde residu scatterplotten te kijken als voor de 

uitbijters. We zijn geïnterneerd in de variatie van de residuen op elk level van de geschatte waarden. We 
willen weten of deze variatie van de residuen gelijk is op elk level. Wanneer deze aanname niet word 

waargemaakt, is het vanuit een statistisch oogpunt, niet een heel groot probleem. De geschatte parameters
zullen namelijk niet veranderen. De standaard fouten van de waarden zullen niet nauwkeurig zijn, en 

daarom zullen de significantie toetsen fout zijn tot op zeker hoogte. Wanneer er hereoskedasticiteit is 
betekend dat, dat het model verkeerd gespecificeerd is.

Vanuit een theoretisch oogpunt is het wel een probleem wanneer deze aanname niet word waargemaakt. 
Het betekend namelijk dat er een complexe relatie is tussen de variabelen die in het model zitten.

Aanname 3

De verwachte waarde van de residuen is de waarde die we verwachten van de residuen wanneer er geen 
andere informatie is. Deze aanname kan soms niet worden waargemaakt door twee redenen:

Een ceilling effect (plafond effect). Je kan een plafond bereiken waar een hogere waarde niet meer 
mogelijk is. (om hier toch schattingen over te maken word extrapolation genoemd, en die kan tot fouten 

leiden)

Het kan ook komen doordat het effect niet lineair is. Dus het betekend dat verschillende waarden 

verschillende effecten kunnen hebben.
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Aanname 4

Dit is de meeste moeilijke aanname in de regressie analyse. Ook word deze meer vergeten dan de andere 

aannames. Het is moeilijk om te bekijken of deze aannemen is nageleefd. Autocorrelatie komt voor 
wanneer een variabele met zichzelf correleert: Wanneer de cases auto gecorreleerd zijn, zijn ze 

gerelateerd, en zijn niet onafhankelijk. Er zijn twee situaties wanneer dit kan voorkomen:

In een time-series design. Hierbij zijn meerdere metingen van hetzelfde geheel geëvalueerd. Dit word 

autocorrelatie genoemd

Wanneer de cases in de analyse in groepen kunnen worden geplaats op een of andere manier. Dit word 

non-independente genoemd. Dit komt vaker voor dan het eerste probleem. Dit kan bijvoorbeeld 
voorkomen wanneer je gegevens hebt van studenten, die in verschillende klassen zitten. Wanneer je hier 

niet aan denkt met het structureren van je gegevens, is er gevonden at de correlatie word omgekeerd. 
Deze type data worden hierarchical of multilevel data genoemd.

Wanneer er word gedacht dat deze aanname niet is nageleefd, is het moeilijk om te bepalen of het echt zo 
is.
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